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1. Introduccion

La presentacion grifica de datos hace posible, a la par que una mejor inteleccién de muchos
fenémenos, una profundizacién en la informacién que poseen. No es, por tanto, s6lo cuestién
estética. Mediante las técnicas oportunas pueden desvelarse pautas mas generales y esquemati-
cas de una forma harto intuitiva y asequible. En Geograffa, la necesidad de expresar distribucio-
nes de hechos en el espacio ha conducido al uso de un buen mimero de métodos que facilitan
la visualizacién de aquéllas. Uno de los aspectos que constituye una constante en el andlisis
geografico son las densidades; ya de poblacion, de resurgencias o de cualquier otro suceso
o hecho, la cartografia de densidades ha sido un recurso habitual en nuestra disciplina.

En este trabajo se pretende presentar una técnica practicamente inédita hasta ahora entre
los gedgrafos? aplicable a la presentaci6n cartografica de densidades. Este tipo de mapas
cuenta con bastante tradicién y uso por su significacién y expresividad. Habitualmente,
su elaboracién se sustenta sobre el cociente entre dos tipos de valores: la del fenémeno
a estudiar (poblacién por ejemplo) y la superficie de referencia (tamafio de hectireas o
km cuadrados). De esta forma se consiguen mapas en los que deben existir unas unidades
espaciales discretas, a las cuales referir las densidades. Los problemas e inconvenientes
de la delimitacién de estas unidades son importantes y ya bastante conocidos. La metodo-
logia que presentamos supera tales problemas al prescindir de dichos dmbitos discretos,
que condicionan, y con frecuencia distorsionan fuertemente, el resultado grafico. Mds con-
cretamente, la técnica en cuestién resulta idénea siempre que se cuente con series de pun-
tos localizados mediante sus coordenadas X e Y. Es decir, los datos necesarios son pares
de abcisas y ordenadas para el conjunto de los hechos a estudiar.
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El tipo de problema que puede resolverse es el de obtener, a partir de esa nube de pun-
tos localizados, el esquema de densidad que conforman. Se trata por tanto de alcanzar
una representacioén de la «tendencia» o pauta global de su distribucién, dénde existe mds
concentracion, dénde menos, con qué gradiente se produce la variacién espacial, etc. El
espacio estd presente, pero no bajo la forma de compartimentos estancos mds 0 menos
artificiales. El «producto» gréfico final es sencillamente un mapa de isopletas o isodensi-
dades, pero la originalidad y novedad de este trabajo no estriba en el aspecto de dichos
mapas que siguen las pautas cldsicas, sino en el método de cémputo de los valores de den-
sidad a representar. En los dos apartados siguientes se describen matemdtica e intuitiva-
mente la naturaleza de los estimadores Kernel y los elementos que quedan al arbitrio del
investigador. Seguidamente, y recurriendo a dos conjuntos de datos empiricos, se presen-
tan y valoran los resultados obtenibles mediante una rica gama de mapas.

2. La formulacion de los estimadores Kernel

Propuestos por primeravez por Rosenblatt (1956), la singularidad de estos estimadores
radica en que adoptan un enfoque no paramétrico para la formulacién de funciones de
densidad. Con ello no se imponen asunciones tan rigidas a los datos como sucede en el
planteamiento paramétrico. Segin sefiala Silverman (1986, p. 1), asumiendo que la distri-
bucién de datos posee una densidad de probabilidad f, se les posibilita «hablar» mas por
sf mismos al determinar dicha funcién f, que si se exigiera su adecuacion a una determina-
da familia de funciones paramétricas.

Desde el punto de vista matematico estos estimadores poseen un cierto nimero de pro-
piedades interesantes:

a) Son funciones simétricas centradas en cero y su integral vale la unidad.

b) Puesto que el Kernel es una funcién de densidad, el estimador f también lo es.

¢) En la mayoria de los casos (dependiendo del Kernel) se trata también de funciones
continuas y diferenciables.

d) Los Kernels, en la definicién que aqui usaremos, son positivos.

Genéricamente, y para el caso univariado, dicho estimador puede escribirse asi:

A 1 & XX,
f=— Y K[ —-
0= 2 ( . )

siendo x =punto en el cual se trata de estimar la densidad,

x,=valor de la variable en el caso i=l, ..., n,

K =simbolo del Kernel,

h =anchura de la ventana o pardmetro de suavizado. Como veremos m4s adelante,
tal pardmetro resulta crucial en este método.

No existe un solo tipo de Kernel. La produccién escrita ha ido acumulando un cierto
nimero de ellos de los cuales algunos reproducimos en el cuadro 1.
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Cuadro 1(*)
Tipos de Kernels

KERNEL K(u)
Uniforme
% , paralu|sl
Triangular
@a-lup , paralul<1
Epanechnikov
%(1—u2), paralu|=<1
Cuédrtico o Bi-
weight de Tukey ééil—uazl parahﬂsl
16
Triweight
35(1-u2? paralu|sl
32
Gaussiano
L exp(— 1 u2)
J2m 2
Coseno

K, de Silverman

Donde u=(x-h;)/h.

(*) Reproducido parcialmente de Hirdle (1991, p. 45). La formulacién del Kernel K, es la ofrecida por Silverman (1986, p. 767).
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Intuitivamente expresado, el Kernel sobre un punto x tomarfa una determinada forma
segun el tipo del mismo. En las Figuras 1, 2 y 3 se presentan algunos de los Kernels deta-
llados en el cuadro anterior. Naturalmente la obtencién de la funcién de estimacién puede
realizarse en puntos diferentes a los datos observados. La idea bdsica consiste, en conclu-
sién, en calcular para unos determinados puntos, la suma promediada (de ahf que el esti-
mador suponga sumar sobre n y dividir luego por este valor) de los Kernels o «elevacio-
nes» centradas sobre las observaciones. La Figura 4 ilustra muy graficamente la técnica
para el caso del Kernel gaussiano. El tipo de Kernel determina la forma de la «elevacién»
y el pardmetro h, su anchura. La Figura 5 ejemplifica el efecto de un valor diferente, més
pequeiio, del pardmetro de suavizado h. Compdrese con la Figura 4.

La funcién de estimacién Kernel multivariada no seria mds que una extensioén de las
formulaciones anteriores. De esta manera, y definiendo el vector

X=(X;, X35 05 Xy)

como el punto x, cuya densidad se trata de estimar, en cada una de las d dimensiones
(2 en el caso de las coordenadas geograficas), el valor de la funcién de densidad para
dicho punto se escribiria

t®)= 1 i ( fI hi ) K ( XXy XXia )
; yees
j=1

LR h, hy

Dicha expresion viene a significar que la estimacién para cada punto viene dada por
el producto de los Kernels unidimensionales marginales; para el caso del plano tendria-
mos dos dimensiones o variables (abcisa y ordenada) y por ende, el valor del estimador
serfa el producto de los Kernels simples en X e Y dividido por las anchuras de ventana
respectivas. Naturalmente habria que sumar sobre la totalidad de los datos y dividir por n.

3. La discrecionalidad en la aplicacion de estimadores Kernel:
el tipo de Kernel y el tamaifio de la ventana

Dos elementos quedan sujetos a la discrecionalidad del estudio a la hora de aplicar esta
metodologia, por un lado el tipo de Kernel y por otro la magnitud del pardmetro de venta-
na. Lo consideraremos brevemente. :

Dada la variedad de Kernels es obvio que la formulacion adoptada condicione el resulta-
do obtenido. Como se verificard en los experimentos que se presentardn, ello es cierto,
si bien salvo algiin Kernel concreto, la mayorfa de los aqui ensayados, ofrecen una simili-
tud importante en los mapas finales. Tanto Silverman (1986, p. 43) como Hirdle (1991,
p- 78) coinciden al afirmar que la eleccién del Kernel es casi irrelevante de cara a la «bon-
dad» de la estimaci6én. La pérdida de calidad de ciertos Kernels respecto al éptimo ha sido
evaluada y, para algunos de los aqui estudiados, puede decirse que esa degradacién ronda
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Figura 1
Kernel uniforme (puntos), triangular (linea continua) y de Epanechnikov
(linea discontinua), segin Hirdle (1991, p. 46)
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Figura 2
Kernel coseno (puntos), cudrtico (linea continua) y Triweight (linea discontinua),
segtin Hirdle (1991, p. 46)
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Figura 3
Kernel gaussiano, segiin Hiirdle (1991, p. 47)
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Figura 4
Estimacién con un Kernel gaussiano mostrando los Kernels individuales con
h=04, segin Silverman (1986, p. 14)
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Figura 5
Estimacién con un Kernel gaussiano mostrando los kernels invididuales con
h=0,2, segiin Silverman (1986, p. 14)
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el 6 por ciento en el caso del Kernel Uniforme y Triweight, y el 4 por ciento para el Gaus-
siano. El Triangular Cudrtico o Coseno estd en torno al 1 por ciento o menos. Por tanto
quizés otras consideraciones, como por e¢jemplo los costes de cdlculo, deben guiar la
eleccion.

Mucho mds critico que el tipo de Kernel resulta el tamafio de la ventana. Su eleccién
puede realizarse segtin tres enfoques:

a) Una eleccion subjetiva, a partir de ensayos con diversos valores de h. Como aqui
se verd, la representacion cartogréfica de los resultados obtenidos en cada caso puede cons-
tituir una base razonable para ello, permitiendo elegir aquélla que consigue expresar me-
jor el mensaje deseado por el analista. El trade-off entre la «rugosidad» de los mapas re-
sultantes con ventanas pequenas y el hipersuavizado que generan las grandes puede y debe
ser juiciosamente resuelto.

b) Si es posible asumir que una distribucién conocida subyace a los datos es posible
fundar la eleccién sobre tal base. El criterio serfa entonces el de elegir aquel tamafio
de ventana que minimiza el llamado MISE (Mean Integrated Square Error), traducible
como la media de los errores cuadraticos entre los valores obtenidos por nuestra funcién
de estimacién Kernel y los de la verdadera funcién de densidad (generalmente desconoci-
da). Para el caso de que sea asumible que una distribucion normal es la verdadera han
sido determinadas f6rmulas aproximadas para la eleccion de la ventana que usan la des-
viacidn tipica (o) 0, una medida mds robusta, la amplitud intercuartil (R). Su expresién
concreta serfa:

h=Aon?2
o bien
h=B R n?2

las constantes A y B las ha resumido Hérdle (1991, p. 228) en el cuadro 2.

¢) Métodos automiticos que tratan de obtener el tamafio de ventana que minimiza algu-
na medida expresiva de la diferencia entre la funcién de densidad verdadera y el estimador
utilizado. Su complejidad aconseja omitir por ahora una exposicién mds detallada de ellos
(cf. Hardle, 1991, cap. 4 y Bowman, 1985).

4. Aplicacion a la representacion de dreas de atraccion de equipamientos
Uno de los posibles campos de aplicacién de la cartografia de densidades estriba en

la representacién de la demanda espacial de servicios: la nube de puntos que marcan el
domicilio u origen del desplazamiento de los clientes de comercios, de equipamientos co-
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Cuadro 2

Parametros para formulas de ventana

KERNEL A B
Uniforme 1.84 1.37
Triangular 2.57 1.91
Epanechnikov 2.35 1.75
Cuartico o Bi- 2.78 2.07
weight

Triweight 3.16 2.35
Gaussiano 1.06 0.79
Coseno 2.43 1.81
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lectivos u otros servicios puede ser objeto de tratamiento con estimadores Kernel para ob-
tener una imagen que exprese la densidad de ellos y su variacién en el espacio. Dos ejem-
plos reales han sido utilizados aqui: por un lado los usuarios de un Centro de la Tercera
Edad, del barrio de Lavapiés y por otro los del Centro Cultural Nicolds Salmerén, del
distrito de Chamartin, ambos en Madrid. Los datos proceden de encuestas realizadas en-
tre los visitantes a los mismos que han sido analizadas en otro lugar (cf. Jiménez et alii,
1989 y Moreno et alii, en prensa). En ambos casos no se han incluido la totalidad de los
datos, sino s6lamente la fraccién de usuarios que procedian de las inmediaciones. Tal re-
duccidn en la informacién no es gratuita. En las pruebas preliminares se constaté que,
dada la existencia de algunos visitantes de zonas bastantes distantes, ello ocasionaba re-
presentaciones graficas poco detalladas y, por ende escasamente susceptibles de cotejo y
valoracién. En las Figuras 6 y 7 se pueden observar la disposicién de la nube de visitantes
procedentes de la zona préxima a ambos equipamientos.

Con tal fin en este trabajo se han utilizado dos programas (en FORTRAN) que operacio-
nalizan los estimadores Kernel presentados en el cuadro 1. Uno de ellos (programa
KPLOT?) original de Donthu y Rust (1989), y otro (KERNEL) elaborado por el autor.
El primero de ellos resuelve el Kernel de tipo Gaussiano, y el otro los restantes. En sinte-
sis, ambos obtienen, a partir de la lista de pares de coordenadas de los puntos, la estima-
cion de densidad en una malla cuadrada. La representacion grifica ulterior ha sido reali-
zada mediante el sistema SURFER, con el cual es compatible el formato de datos de la malla.

Con objeto de examinar la sensibilidad de los resultados a los dos ftems susceptibles
de manipulacién por el usuario se han realizado diversas pruebas, alterando el tipo de Kernel
y la anchura de la ventana, que seguidamente se presentan.

4.1. Estudio experimental del efecto del tipo de Kernel

A la hora de aplicar cada tipo de Kernel a los datos anteriores fue necesario adoptar
una ventana concreta. El criterio seguido en cada caso fue como sigue. La distribucién
especial de los visitantes a un punto de servicio puede ser muy variable en funcién de
factores diversos, pero lo que se constata rdpidamente es la fuerte concentracién en las
proximidades del mismo. Tal circunstancia hace que los datos recuerden a menudo a una
distribucién bivariada normal o andloga (Student por ejemplo). Por tal motivo la eleccién
de la ventana (h, y hy) se realiz6 en cada caso de acuerdo con la férmula dada en el apar-
tado 3 (supra) con la desviacion tipica.

Los resultados (figuras 8 y 9) muestran una concordancia fundamental en los mapas deriva-
dos de los diferentes Kernels, reflejando claramente la fuerte densidad en torno a los centros de
servicios* y el rdpido descenso con la distancia. Las formas mds discrepantes corresponden al
Kernel uniforme que produce estimaciones de las variaciones espaciales excesivamente es-
calonadas y poco verosimiles. Salvo este caso, se puede corroborar la premonicién hecha antes
de que el tipo de Kernel es relativamente poco relevante, por la similitud de sus resultados.

4.2. Estudio experimental del efecto de anchura de la ventana

El efecto mas espectacular de la metodologfa que estamos analizando se produce cuando
se modifica el tamafio de la ventana de suavizado. Para tal fin, y utilizando siempre
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Figura 6
Distribucién espacial de los visitantes al Centro Cultural
de Chamartin (Madrid)
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Figura 7

Distribucién espacial de los visitantes al Centro de la Tercera Edad de
Lavapiés (Madrid)
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Figura 8 A-H
Mapas de densidad de usnarios al Centro Cultural segtin los diversos
estimadores Kernel
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KERNEL TRIWEIGHT F KERNEL GAUSSIANO

2. 8600 &. POS 8. BOB D. BA3O 8. PID|
L el it Y

2. DPOR ©. ROV T. OO O. PIIT 0. PRI
" cirzealisicaliceszele

2. 2000 0. 0000 9. KOO O. POBP O. BIBT
L L L "

166 (456)



Figura 9 A-D
Mapas de densidad de usuarios al Centro de la Tercera Edad segiin algunos
estimadores Kernel
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el mismo Kernel, el Coseno, se han aplicado diferentes valores del pardmetro h alos datos del
Centro Cultural. Los resultados pueden seguirse en la Figura 10. La conclusién bésica es pal-
maria: a medida que aumentamos la ventana se provoca un suavizado creciente en el mapa
resultante. Valores pequefios de la misma hacen aflorar paulatinamente la «rugosidad» de los
datos originales. A partir de las figuras queda en evidencia la necesidad de realizar una elec-
cién meditada y justificable de dicho pardmetro, en funcién de los fines del estudio.

4.3. Evaluaciéon

Dos cuestiones finales deben ser traidas a colacion. Por un lado, los costes de obtencién
de los mapas y por otro su fiabilidad. En lo concerniente al primer punto, el principal
elemento a considerar son los costes de cémputo. El algoritmo adoptado por el programa
KERNEL optimiza los cédlculos de manera que, para cada dato sélo se requiere evaluar
un limitado nimero de puntos en la malla resultante (aquéllos para los que la distancia
entre ambos es inferior a la anchura de la ventana), ya que en virtud de la férmula de
los Kernels cuando tal distancia es mayor su efecto se anula. Por tal motivo la mayoria
de los ejemplos aqui presentados se obtienen en un lapso breve (uno o dos minutos con
un procesador 80386 SX a 16 Mh con coprocesador). Un caso aparte es el del Kernel
gaussiano. La no limitacién de la influencia de cada dato a un «dmbito», definido por la
ventana, obliga a estimar su contribucidén para la totalidad de los puntos de la malla. Ello
significa tiempos de ejecucion superiores; as{ por ejemplo la malla de 50x50 obtenida
a partir de 155 datos de usuarios del Centro de la Tercera Edad requirié 21 minutos con
un PC 80386 a 20 Mh. Los 238 puntos de los usuarios al Centro Cultural requirieron
3 horas y 9 minutos sobre un PC 8086 a 8 Mh y 43 minutos aproximadamente con un
procesador 80386 SX y coprocesador matemdtico. Al ser la duracién total funcién del
nimero de puntos y del tamafio de la malla deberdn tenerse en cuenta ambos.

En lo concerniente a la fiabilidad de las estimaciones no se ha realizado por el momento
una investigacion sistemdtica. Se puede citar, sin embargo, el trabajo de Donthu y Rust
(1989) que, para el caso del Kernel gaussiano, llevaron a cabo una comparacién de este
método con otros de estimacién de densidades (histogramas, squared surface density analysis
y ajuste de una distribucién normal bivariada), llegando a la conclusién de que dicho Ker-
nel era superior a las restantes técnicas, al cotejar sus resultados con los de dichos méto-
dos en un text para intentar replicar (estimar) distribuciones conocidas.

5. Conclusiones

La elaboracién de cartografia de densidades es una practica habitual entre los gedgra-
fos. En el presente trabajo hemos presentado una técnica nueva que permite obtener ma-
pas de isopletas expresando la densidad de ocurrencia de fenémenos en el espacio. La
estructura matemadtica de los estimadores Kernel, en los que se basa esa técnica, permiten
obviar uno de los problemas mds recurrentes en los mapas de densidades basados en dreas
discretas (coropletas). Pese a todo, las densidades obtenidas mediante estimadores Kernel
requieren del estudioso una eleccién del tamafio de la ventana de suavizado que, como
recomendacién general, debe hacerse de forma congruente con el «mensaje» que se desee
transmitir o los aspectos a realzar. La eleccién del tipo de Kernel parece de importancia
secundaria, si exceptuamos el uniforme o rectangular.
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Figura 10 A-F
Mapas de densidad de usuarios al Centro Cultural segin el Kernel coseno y
diferentes tamafios de la ventana
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Entre las miltiples aplicaciones posibles .que este tipo de mapas puede tener, en este
breve trabajo se ha expuesto una concreta, ia representacién de la distribucion espacial
de los usuarios de equipamientos colectivos. Se consigue asf una imagen mucho mas sim-
ple y general del drea de impacto o beneficiada por esa inversién piblica. Cabe asimismo,
realizar variantes de dichos mapas seleccionando fracciones de la demanda: grupos segiin
edad, sexo, nivel de instruccién u ocupacion pueden ser representados y comparados entre
sf, posibilitando valoraciones comparativas de sus respectivas distribuciones. Asimismo
la inserci6n de esta metodologfa en los sistemas de informacion geografica abre perspecti-
vas halagiiefias para aplicaciones diversas que se explorardn en el futuro.

Notas

! Investigaci6n realizada dentro del proyecto PB88-0181 de la DGICYT.

2 Como antecedentes s6lo caben mencionar el trabajo inédito de Brusndon (1990) y en las ciencias del marketing
el estudio de Donthu y Rust (1989).

3 Agradezco a los autores la cortés cesién de dicho programa.

4 El centro de ancianos se sittia en las coordenadas X=934 ¢ Y=490. El centro cultural en X=2042,2 ¢ Y=1800.
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